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Résumé :Une des grandes difficultés rencontrée dans Hiration de conditions réelles d’'usage lors de la
conception d’'un composant mécanique, réside dasapacité a bien analyser et représenter les isatilims
réelles pour les démarches de calcul de 'endommageet de la durée de vie. L'entropie selon Shanest
une fonction mathématique qui correspond a la ddadtinformation contenue ou délivrée par une seur
d'information. Intuitivement, I'entropie de Shanm®ut étre vue comme mesurant la quantit&efrtitudeliée a
une sollicitation aléatoire ou plus précisémentadistribution statistique. Notre étude integrecoacept de
I'entropie dans la démarche de calcul de I'endomenant d’'une entité mécanique. Cette intégratiofiecie
autour de l'analyse de la sollicitation que I'edtinécanique va subir, de Il'interaction entre ldigtltion
extérieure et l'entité mécanique étudiée et deélponse aléatoire que cette entité va délivrer. s, p
'endommagement est considéré comme une probabditdégradation des performances de I'entité méuaani
étudiée. Le suivi de 'endommagement s’effectueguar entropie. Des applications seront présentétesiade
'analyse d’essais d’endurance effectués sur uricuéshterrestre. Ces analyses aident a la claasic des
différentes conditions d’essais et a proposer ddiateurs de corrélation entre les différents mmviements
d'essais. Cette corrélation est indispensable pooduire a la réduction du temps des essais strsraleurs
niveaux de fiabilité et de représentativité.

1 INTRODUCTION

La fatigue, 'endommagement, la dégradation defopaances et la défaillance d’'une entité mécanique
sont dus principalement aux conditions réelles atjes. Toutes les méthodes d’évaluation prévisitaue la
durée de vie d’'une entité mécanique nécessitent lgows exploitations une simplification des sdttiions
aléatoires subies par I'entité mécanique.

Les motivations de cette étude partent du constapgrer trop de simplifications sur une solli¢dat
aléatoire fait perdre beaucoup de son contenurirdtonnel et, par conséquent, risque de faire pdedrbonnes
informations issues des conditions réelles d'usagtte perte d’informations aura une influencelasidécisions
de conception de I'entité mécanique étudiée.

Aujourd’hui, l'analyse d'une sollicitation aléawis'effectue de plusieurs manieres et selon plissieu
approches, dans l'objectif d'évaluer ultérieuremanhature incertaine de la durée de vie d'un ceapb
mécanique.

Les analyses statistiques et les analyses frégliesticonstituent deux approches complémentaires. L
analyses statistiques ont I'avantage de conduttesamodéles probabilistes [1] qui offrent des fmlisis de
modélisation de la dispersion naturelle des stdliicins étudiées et de leurs conséquences (figsuréatigue,
endommagement, durée de vie, etc.). L'inconvérdentes analyses statistiques réside cependantialdiais
gu'elles ignorent I'historique des événements. Rutne c6té, les analyses fréquentielles tentemed@dier a
cet inconvénient, en utilisant des relations qustext entre, d'une part, les fréquences contedaes la
sollicitation considérée et, d'autre part, soitdewplitudes moyennes mesurées (étudiées avemikfdrmée de
Fourier, TF), soit leurs dispersions (étudiées daatensité spectrale de puissance, DSP) [2, Blcdrivénient
des analyses fréquentielles réside dans la néeebsinettre beaucoup d'hypotheses et de simpidfiapour
les exploiter dans des modéles de calcul de dweéeéed(par exemple, limitation & un systéme avedegré de
liberté en utilisant des modéles probabilistes §fiép pour I'enveloppe de la sollicitation).

Dans cette étude, il est proposé de prendre enteobamtropie de la sollicitation aléatoire que $ub
I'entité mécanique concernée et de mettre en ogldntropie de la cause (qui est la sollicitatad@atoire) et la
conséquence qui est 'endommagement qui en résulte.



2 CONDITIONS REELLES D'USAGES ET ENDOMMAGEMANT D'UN
SYSTEME MECANIQUE

Les systémes mécaniques et les composants mécsuaigsierent des fonctions en vue d’actions plus ou
moins compliquées. Ces actions sont effectuéedatégs par un ou plusieurs utilisateurs dans deslitions
variées [4]. La diversité des utilisations condhiitsi a un grand nombre de situations de chargerbertéfi des
concepteurs des systémes et composants mécangjwdsrs d'intégrer toutes ces conditions réellasabe [5].
Plus généralement, le défi consiste a prendre mptles souhaits déclarés ou éventuellement npliciggs
des utilisateurs. Il s'agit concrétement de considia diversité des chargements et des sollioitatappliquées
aux composants mécaniques. Cette condition estégjoaux exigences d’optimisation géométrique et aux
conditions de résistance des matériaux [6]. Elieessite la mise en place d’'un outillage de caldalpgé, a la
fois pour obtenir un modeéle représentatif des airaemnts et pour mener a bien les calculs de dimemsioent

[7].

La prise en compte des conditions réelles d’usaygedt un enjeu technologique et économique. Mais
elle entraine un profond changement d’attitude quesles causes sont envisagées d’'une maniere peohab
partir de suppositions sur I'utilisation par un et significatif d’'une population. Et, naturellemyele calcul
des effets résultants sera présenté en termesobtalplité de résistance et de fiabilité [8]. Ceafgproche est
possible car deux maillons de la modélisation &ieh maitrisés actuellement. Tout d’abord, les équences
des chargements variés appliqués sur les compgsaument étre analysées et calculées en termagcleasges
dynamiques [9] [10]. Puis le comportement physigae matériaux soumis a des sollicitations répétéesle
mieux en mieux connu [11] [12]. L'ingénieur conaeynt peut alors mettre en place des méthodes dal calc
conciliant au mieux les connaissances actuelletestobjectifs qu'il doit atteindre. Ainsi, en amode
I'approche, il lui faut connaitre les chargemenfsétir des conditions imposées par les utilisatebt, en aval
de I'approche, il lui faut calculer les conséquende ces chargements.

Une des grandes difficultés rencontrées dans gnatton de conditions réelles d'usage lors de la

conception d’'un composant mécanique réside dawnariaté de ces mémes conditions. Par exemple, weleo
d’appareils est congu comme une réponse aux bedoins classe d'utilisateurs (figure ci-dessous).
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Une classe d'utilisateurs ou classe d'usage [5] [18] [15] est souvent déterminée en fonction d'un
profil de vie dont une étude du marché a confirteédtence. Malgré la définition de plusieurs ckssd’usage,
les constructeurs cherchent autant que faire se g@ules parties opératives des appareils, aedtaffre plus
globale, c’'est-a-dire a trouver des éléments istiegirs de ressemblance entre différentes classsagé. La
présentation la plus simple d’'une classe d’'usagd’on profil de vie dans le domaine des transpoadissiste,
par exemple, a formuler le kilométrage qu'un wiler moyen fera durant une période déterminée. Ce
kilométrage se présente comme une somme pondénéesdsemble de types de sévérité souvent appedés de
profils de missions ou tranches de vie (bonne routzuvaise route, rond-point, montagne, ville, &ihtes

2



conditions climatiques, etc.). Méme dans le cagsate configurations simplifiées, les calculs préisiels de
résistance et de durée de vie nécessitent I'émbaaimplifications et d’hypothéses qui conduisehe@ploi de
facteurs de sécurité [16] pour limiter les risqdesdéfauts. En effet, une classe d’'usage (ou uil gdeovie) est
considérée par le concepteur de composants méesnigumme un ensemble homogéne. Malgré tout, cette
homogénéité s’accompagne d’incertitudes qui némggsiune prise en compte en termes d’informations
aléatoires. Il est en effet prouvé aujourd’hui [ftfune contrainte mécanique aléatoire conduit& durée de

vie plus réduite qu’'une contrainte alternée quskinble globalement semblable.

Le calcul prévisionnel de la durée de vie d’'un éys ou d’'un composant mécanique fonctionnant dans
des conditions réelles d’'usage, s’effectue a pedif'état de fatigue des matériaux constitutifs demposants
étudiés. La fatigue des matériaux se manifesteushajs que les efforts et les sollicitations vatiau cours du
temps. Ces sollicitations aléatoires prennent Hesea treés variées [18] et [19]. La rupture peilasaapparaitre
avec des contraintes relativement faibles, quelépiesnférieures a une limite conventionnelle dppdalimite
d’endurance S La fatigue des matériaux est abordée de deuxngadon premiére repose sur une approche
globale ou le matériau est considéré comme un umiklemogene a une échelle macroscopique. Les
caractéristiques mécaniques du matériau sont défpar les courbes de fatigue dont la plus consiule eourbe
de Wéohler. Les points critiques des composants sl#finis par les points de sollicitations les plus
dommageables et les calculs de durée de vie sibmtefaces points. La seconde facon d’'abordertigufa des
matériaux repose sur une approche locale ou desitdéaractéristiques potentiels du matériau (fesjuest
considérée. Dans ces zones, les sollicitationsuisedt a la définition d’une vitesse de fissuragdra rupture
est obtenue lorsqu’une longueur limite de fisswteatteinte. Ces deux fagons d’aborder le calcdhdiirée de
vie en fatigue des systémes ou des composants mgeanutilisent les mémes distributions de charges
aléatoires. La présentation de cet article serarmgmt limitée a I'approche globale car cette fiag@border la
résistance des matériaux est trés largement répagidiepose sur une large compétence dans l'inglusin
gain significatif de la qualité des prévisions, @sts attendu avec la prise en compte des satiiits aléatoires.

Les articles [18] [19] et [20] récapitulent les dinches probabilistes de prise en compte en congple d
nature aléatoire d’'une sollicitation que subit wrgité mécanique afin d’évaluer son endommagemiest e
durée de vie. Dans cette présente étude, la safia aléatoire qu'une entité mécanique subit,peste en
compte selon son entropie.

3 ENDOMMAGEMENT ET ENTROPIE

L’évolution du dommage est toujours calculée aipdd modéle de Miner. On écrit qu’'un élément de
dommage par fatigugD est d( a un élément de sollicitation Selon la loi de Miner

dn
N(S)

dD =

1)

avecdn = le nombre d’amplitudes de la sollicitation é&eldont le niveau est compris entre S et S+dsgtas(
le modéle d’endurance (ou de durée de vie limiteegtimodélisée par une courbe, appelée courbedldeyy.

Pour une durée donnée TWN = N, . f;(S).ds, avec N nombre total des sollicitations e{d) densité de

probabilité de la contrainte dont le niveau est @g&. Pour une sollicitation mesurée avec un gatehpsit
=1/fe (fe fréquence d’échantillonnage), le nomkotalt des sollicitations est égal & N fe * T. Ainsi, le
dommage global est la somme des dommages pamieldqutes les valeurs de S :

D=N,. JA' fs((SS;' ds @)

N

Avec A = domaine de définition de S. Dans le cas ou lalmde Wohler est considérée selon le modéle
de Basquin (N 5= C, C est une constante fonction du niveau deiciation), I'expression de
'endommagement devient

D=—" . J'sb fs(s) ds 3)

A



S

W(s)

Si on poselu = avec V(S) la variance de S, la relation précédsgtit

D::husﬂngg-. jub f, (u) du @)

A

Le termeJ.uID f, (U) du estle moment d’ordre b (Ef} de la variable aléatoire U ou méme de la
A

sollicitation aléatoire (S) que le systeme étudstilai. Ce moment est directement lié a I'entrogidaddensité de
probabilité définie selon Shannon. En effet, I'epte d’une distribution a été définie par Shannoorgdes lois
discretes définies par ses probabilitgs=I- > p In p et étendue ensuite aux lois continues définieslear
densité selonyl = - | In{f(x)} f(x) dx (Rényi, 1966). Mais on sait quees deux définitions peuvent aprés coup
provenir de la définition de la divergence de Katlk entre deux lois que I'on étend en prenant desures de
référence convenables pour les lois discrétes mitrees [21]. Dans la suite il est naturellemenissentendu
que ces quantités sont définies et finies poutdissconsidéréeg propos des notations, « E » étant pris par
I'espérance, nous prenons le “I” d'information poaimplifier un peu nous gardons le logarithme néa@in).

L’'entropie stochastique a recu une forte attenttonthéorie de linformation, avec des analogies
physiques bien connues, mais elle posséde aussprdg@siétés propres a son origine probabiliste.sC’e
notamment le cas dans les sciences humaines ottrbwaille avec des lois qualitatives ou nominales,
chercheurs ont retenu I'entropie d’une distributntitre d’un parameétre de dispersion comparaldevariance
[22]. C’est aussi une partie du discours de Daci@dstelle quand il met ces deux définitions enljEdea

Dans cette étude deux configurations de lois dbaiitités sont traitées (loi Gamma et loi Betal).
2.1 Casde laloi Gamma

La loi I'(a,A) de densité

f(x) = X €™ AT () (5)
In f(x) = - AX + (a-1) In x + INQA°/T () (6)
et donc
Ix = E(X)- (@-1)E(In X)-InQA%/T (0))= a - (a-1) E(In X) - InQ°/T (). @)
Pour calculer E(InX) on introduit le moment E)X En effet,
E(ln X) = d E(e™X) _d E(X") Le calcul de E(X est immédiat, E(¥y est égale a
db oAb g
(a +b) i e . ,
m . On en déduit que E(In X)@(a) - In A avecy la dérivée logarithmique de Il en résulte que

Ix =a+In(l(a)) — (@-1) Y(a) -InA.

On considére la famille particulierge(a,a/p) d’espérance commung, de varianceo? = p2/a et
d’entropie k = Inu + n(a), en posan(a) =a - Ina + InT(a) - (a-1) Y(a).

Toutes les lois de cette famille sont centréesusomais au niveau de la variance et de I'entropie veriations
sont respectivement emlét enn(a) :

* La variation de la variance est immédiate, efled®croissante en fonction de

* La variation de I'entropie dépend du signerden) = (a-1) [1/a —’(a)] ;



D'apres [23], le term@&’(a) - 1/a est positif pour un argument positif (en liaisare@les formules de
Binet pour In(z)). Sur le plan probabiliste, il en résulte qeamtropie de la lol" (a,a/W) est croissante em sur
10, 1] et décroissante poar> 1, ce qui montre un comportement différent etargariance et I'entropie dans
cette famille de lois poux [0 ]0,1].

On sait qu’au voisinage de 0 par valeurs positlnels(x) est équivalent a - In x @i(x) a -1/x;il en
résulte que I'entropie tend vers en -1b lorsquea tend vers 0.

Lorsque X tend versed, In IM(X) est équivalent a (x - 1/2) In x - x ¢{x) & In x ; il en résulte alors que
I'entropie décroit en -1/2 lo.

Ainsi le dommage et I'entropie de la sollicitatiatéatoire sont liés et évoluent d’'une maniére terment
proportionnelle. La figure ci-dessous montre leésoh d’évolution du dommage en fonction de I'arguiniequi
est aussi la pente de la courbe de Basquin-Wohler.

Dommage (In(D))

1+

O augmente
4

o

2.2 Cas de la loi Betal

La loi B(p,q) de densité f(x) :r(p—+q)x"‘1(1

r(p)r(a)
sollicitation aléatoire est bornée. On a In f(xp<d) In x + (g-1) In(1-x) + In [ (p+q)/[T (p) I'(q)]} et donc k = -

(p-1) E(In X) - (g-1) E(In(I-X)) + In {C(p) M (@) (p+a)}-

—X)%" sur [0, 1]. Il s'agit ici d’étudier le cas ol la

(p+b)r(p+aq)

F(p)r(p+q+b)
proportionnel a 'endommagement) d’'ou E(In X) =Q)'E Y(p) —Y(p+q), et de maniere analogue E(In(1-X)) =
W(a) - Y(p+q). Par conséquent+ (p+q-2)Y(p+a) - (P-1)W(P) - (a-1)W(a) + In {("(p) T ()T (p+a)}-

Pour le calcul des espérances E, on a simpleméht=gE(X’) = (directement

On considére la famille particuliéere B(p,p) d’espére commune 1/2, de variance 1/(4(2p+l)) et
d’entropie h(p) = 2(p-1)y(2p) -Y(P)] + In{(T'(p))> I (2p)} :

* La variation de la variance est immédiate, efiedgcroissante en fonction de p,
* La variation de I'entropie dépend du signe deh¥ 2(p-I) [2y'(2p) <'(p)] ;

en utilisant I'expressioq)(z) = z [23] on établit facilement que 2(2p) —'(p)] reste négatif

K0 (k + 22
pour tout p positif.



Il en résulte que I'entropie est croissante entioncde p sur ]0, 1] et décroissante pour p >1stcim
second exemple ou la variance et I'entropie n'ésolipas de la méme facon, en I'occurrence padr]@, 1].
Lorsque p tend vers 0, I'entropie tend versen -1/p ; quand p tend verso;H'entropie décroit en-1/2Inp.

De méme que pour le cas de la loi Gamma, le doraraagmente en fonction de p et diminue lorsque
la pente de Basquin-Wéhler augmente.

4 SYNTHESE ET DISCUSSION.

Dans les deux familles de distributions N(@?) (Gauss)et U[a,b] (Uniforme), I'entropie est

respectivement égale &n(J\/ ZIE) et In(ZJ\/é) . A l'inverse dans les deux autres famillgs,a/p) et
B(p ,p), on a des relations plus complexes :

I (a,0/p): Ix=Inp+a-Ina+Inl(a)-(a-) g(a), o2=2/aq,

B(p.p): k= 2(p-) W(2p) -w(P)] + In{(F(p))> M (2p)},  ©0>=1/(4(2p+1))

qui ne conduisent pas a une dépendance monotomel@nariance et I'entropie de méme qu’entre fepie et
'endommagement. Ces deux familles illustrent alasiifférence qu'il y a entre deux entités quimt'@as ici
des comportements identiques, conformément a fahjgropos de Dacunha-Castelle : il insiste swak@ance
comme indice de dispersion d'une distribution, @t I&entropie comme indice de variabilité de cdtig ou
encore comme lguantité de hasard"qu’elle possede ou recele [24].

En effet, on sait bien que la variance, en tantrgament d’ordre 2 présente une trés forte analmege
les coefficients d'inertie des corps en mécanidas, formules de Koenig Huyghens en probabilité et d
Huyghens en mécanique, respectivement autour deéfance ou du barycentre, étant les mémes. Celrano
comment la variance, a la maniére d’une inertieactérise avant tout la dispersion selon laquetie mesure
(masse, probabilité, mesure de Lebesgue de figd@sétriques, ...) est répartie.

Pour sa part la définition de I'entropie provieescionniers de l'information. Ils ont cherché abdit
le lien qu'il peut y avoir entre I'indépendance dgseuves qui concourent a une information final@el part, la
composition des informations élémentaires que €barche conventionnellement a représenter par itisé
d'autre part (Guiasu & Theodorescu, 1971; Dacunhstéle, 1996 ; Rényi 1966). Les définitions derlom et
de Kullback en résultent naturellement.

On voit donc comment I'exemple de la loi B(p,p) mpet d'illustrer cette différence en langage courant
(figure ci-dessous pour B(p,p)):

4,54
3,51
2,51

1,5

0,5 4

p=0,2

* Lorsque p tend vers zéro la probabilité se cotreeautour des deux bornes 0 et 1, ce qui entine
la dispersion inertielle ou variance de la disttilbu augmente et qu’elle croit vers %. Dans le méenaps, le



« champ offert » en pratique a la variabilité dieerance du hasard se resserre au voisinage deecesbornes,
ce que I'entropie traduit en décroissant en -1/p,

* A I'opposé lorsque p tend vers linfini, le changffert au hasard se réduit également et I'entropie
décroit (en -1/2 In p), mais il est connexe auttei’espérance ce qui a pour effet de réduire dastispersion
et donc la variance. Ici la différence de compogstentre variance et entropie disparait.

Ceci permet d’observer combien, en matiere d’inglide dispersion, I'entropie parait plus pertinente
que la variance-inertie pour caractériser cetteafijté de hasard” qui est contenue dans une disiib de
probabilité. Ainsi, le dommage est directement prpnnel a cette méme « quantité du hasard » Bedigopie
de la loi de probabilité associée.
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